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基于零空间表示和最大似然的欠定盲源分离方法
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摘  要：针对欠定情况下源数的估计、解混叠矩阵和源信号恢复关键技术，提出一种源数未知的欠定盲源分离算

法，首先利用 S 变换和聚类技术相结合来估算源数和混叠矩阵，然后将源信号以零空间形式表示，再通过最大似

然估计关于其后验概率以达到恢复源信号的目的。仿真实验结果表明了该方法不仅能同时分离服从超高斯分布和

亚高斯分布的源信号，且比其他传统的方法具有更优越的估计性能。
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Abstract: Aiming to the estimation of source numbers, mixing mat ix and source signals under underdetermined case, 

and a method of underdetermined blind source separation with an unknown number of sources was proposed. Firstly, an 

algorithm based on S transforms and clustering technology was introduced to estimate the number of sources and mixing 

mixtures. Then sources were represented as null space form, the recovery of source signals usi   a method based on 

maximum likelihood. The simulation results show that the proposed method can separate sources of super-Gaussian dis-

tribution and sub-Gaussian distribution, and compared to other conventional algorithms, estimated mixing matrix and se-

parated sources with higher accuracy.
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的混叠信号恢复出源信号。根据观测信号和源信号的
1  引言

个数，盲源分离可分为超(正)定盲源分离和欠定盲源

近年来，鉴于盲源分离优越的假设前提，其模型 分离。超正定盲源分离有很多成熟的方法，如 ICA

被广泛用于数字通信、语音、图像处理、船舶工程、 独立分量分析[7,8]、修正的 Stone 法[9]、阶统计代数法

机器人导航和生物医学信号处理等领域[1~6]。所谓的 [10]等。但这些方法不适用于观测信号的个数少于源

盲源分离，就是在源信号和混合系统(或传输通道)等 信号的个数的情况，欠定盲源分离(UBSS, underde-

未知的情况下，仅根据源信号的统计特性，由观测到 termined blind source separation)是本文的研究重点。
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传统的欠定盲源分离算法主要可分为 2 类：一类是利

用源信号的稀疏性来处理，文献[11]提出利用聚类技

术和最小化 l1 范数相结合的方法来恢复时域稀疏的

源信号，文献[12,13]提出利用时频变换方法将非稀疏

信号变换到时频域，以达稀疏的目的，它们认为在每

个时频区域内只有一个源信号不为零；这些方法都选

择服从超高斯分布的语音为源信号。另一类是利用广

义分布模型作为源信号的概率密度的贝叶斯估计法
[14,15]，这类方法的主要缺点是计算复杂，在一定程度

上降低了源信号的恢复质量。这些传统的算法都假设

源数为已知。本文提出一种源数未知的欠定情况下任

意分布源信号的盲分离方法，该方法首先利用 S 变换

和聚类技术相结合来估算源数和混叠矩阵，然后将源

信号以零空间形式表示，最后通过最大似然 (ML, 

maxima likelihood) 法估计关于它的后验概率以达到

恢复源信号的目的。

2  问题的描述

假设 n 个彼此相互独立的未知源信号 s(t)=[s1(t),

s (t), ⋯, s t ]T
2 n( ) ，通过一未知瞬时线性混合系统后，得

到 m 个观测信号 x(t)=[x1(t), x2(t), ⋯, xm(t)]T。观测信

号 x(t)与源信号 s(t)的关系可由式(1)表示。

x(t)=As(t) (1)

其中，A∈Rm×n 为混合矩阵，它反映了混合系统或

信道的传输特性，要求它为行满秩，t=0, ⋯ ,N- 1

为时域采样点。为了便于分析，在推导过程中将 s(t)

和 x(t)分别记为 s 和 x。

在 m ≥ n 的情况下，给定 A，源信号 s 可由

式(2)估计得到。

ŝ = A* x (2)

其中，A*为 A 的广义逆矩阵，A*= AT(AAT)。

当 m< n 时，即为欠定情况，既便 A 已知，对

于源信号 s 的恢复也不是唯一，只能通过估计方法

估计出 s 的最优估计值。

3  源数和混叠矩阵的估计

在第 4 节中分析的前提条件是假设混叠矩阵 A

和 n 为已知，特别在传统算法中的 n 都设为已知，

但在实际中 A 和 n 都是未知的。本文采用了一种基

于 S 变换的单源测试(SSD, single source detention)

方法，首先以此为准则选择出时频域的单源观测信

号，然后采用聚类技术分别估计源信号个数 n 和混

叠矩阵 A。

3.1 基于 S变换的单源测试方法

S 变换是 Stockwell 于 1996 年提出的一种可逆

的局部时频分析方法，其思想是对连续小波变换和

短时傅里叶变换的发展。它不同于短时傅里叶变换

之处在于采用的高斯窗口的高度和宽度随频率而

变化，这样就克服了短时傅里叶变换窗口高度和宽

度固定的缺陷[16,17]。观测信号的 S 变换可由式(3)

和式(4)计算得到。

1
F 1 N − 2πkt

X i (k ) = ∑ xi (t )exp(− j ) (3)
N t =0 N

N −1 2 2

X S  π  
, = ∑ F 2 l  2πlj

i (t k ) X i (l + k ) exp  2  exp  t  (4)
l =0  k   N 

式(3)和式(4)中，i=1,⋯,m，代表时间的 t =0, ⋯,

N- 1，代表频率的 k=0, ⋯, N- 1；式(4)中的 X F
i (⋅)为

式(3)中信号的傅里叶变换。

记 X S (t, k ) = [X S
1 (t, k),  L , X S t T

m ( , k )] 为 x 的 S

变换，基于 S 变换的单源测试方法的思想[18]：在某

一时频点(t, k)如果有 2 个或以上的源信号不为零，

那么 X S (t, k ) 与 X S
i (t, k ) ( X S

i (t, k ) ≠ 0 ，i=1, ⋯ ,m)

之比虚部的 Frobenius 范数将大于某一正数；否则

该时频点为单源点。根据这一思想选择具有单源性

的观测信号过程由式(5)来描述。

表 1  不同单源信号测试方法计算复杂度的比较

计算复杂度
单源信号

取实(虚)测试方法 乘法运算 加法运算 比较运算
部运算

本文
mN2 mN2 (m- 1)N2 N2

的方法

文献[13] 2mN2+ 2 (2m- 1)N2+ N2+2mN +2mN
的方法 2mN (2m- 1)N N(N- 1)

文献[19] 2 (m- 1)N2+2mN 2mN2+(2m+1)N N2

的方法 2(m- 1) N2

 X S (t, k ) 
? = R X S

s { e[ (t, k )] | Im  S  < e ;
X (t, k ) i 

                 0, ( , ) 0, 1 , } ( )e > X S t k ≠ i = ,L m 5
i

式(5)中，¦ ?¦ ，Re[·]和 Im[·]分别为 Frobenius 范

数，取实部和取虚部运算。如果时频点(t, k)为单源点

时，且存在 X S
i (t, k) ≠ 0 (i=1, ⋯, m)，那么 X S (t, k) 中

所有的元素均由某一个相同的源信号与混合矩阵 A
X S (t, k)

中的元素相乘获得，因此
S

为纯实数向量，即
X (t, k)

i
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因此，最小化式(6)，便可获得 ? s 的最佳聚类数，

即确定源信号个数。当源数确定后，混叠矩阵将根

据最优聚类下的元素来估算。设 ai 为 A 的第 i 列向

量，具体由式(7)估算得到。

1
âi = ∑ Re[ X s (t, k )]，i=1,⋯, n̂ (7)

Nci ( t ,k )∈Y ci

式(7)是在最优聚类的情况下，将式(5)中的元素

聚类成 n̂ 类，A 的 n̂ 个列向量分别由各聚类中的成

员求均值得到。注意，N ci 为属于 ci 类的成员个数，

? ci 为属于 ci 的单源点成员的集合。

4  源信号的恢复

在 A 和 n 都已知的欠定情况下，盲源分离算法就

是要从 x 得到 s 的最优估计。本节在假设 A 和 n 已知

情况下，首先介绍了源信号的零空间表示[21]，在此基

础上采用了一种基于 ML 估计的方法来恢复源信号。

4.1 源信号的零空间表示

为了便于分析，先设式(1)中的 A 由一个 m 阶

的对角阵 ? 和 m×(n- m)维的 0 矩阵组成，记 ? = 

diag[?1,⋯, ?m]且 ?i < ?i- 1, ?i ( i=1, ⋯ ,m)>0，那么式

(1)可改写成式(8)。

x=( L , 0)s (8)

由式(8)可知，s 的前 m 个值可由式(9)得到。

si = xi / l i ，i=1, ⋯ ,m (9)

其余的(n- m)个 s 用一个(n- m)维列向量的 r 表

示，r =[r1,⋯, rn- ]T
m 。由此式(8)中 s 的解可用式(10)

来描述。

 L−1   0m n m 
s = +

× −
  x

( )

  r (10) 0 
 ( n−m )×m  I 

 L−1 
式(10)中的 I 为(n- m)阶单位矩阵；  为 0 

 (n−m )×m 

混合矩阵 A 的广义逆矩阵。

当混合矩阵 A 不满足式(8)中的特殊形式时，它

的 s 解也就不能直接用式(10)来描述。但由于 A 为

行满秩，它的 SVD 奇异值分解中含 m 个不为零的

特征值，可写成 A=U(L , 0)V，将其代入式(1)，并

根据式(10)，可得到 s 的解如式(11)所示。

 L−1   0 
s =V  +

×
U T x V

m (n−m )

  r (11) 0 
 (n−m )×m   I 

 L−1 
其中，V  U T 为 A 的广义逆变换矩阵，记0 

 (n−m )×m 
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 X S (t, k ) 
Im  S  = 0 ；如果(t, k)不为单源点时，那么

X (t, k )
i  F

X S (t, k)  X S (t , k) 
S

为复数向量，而 Im  S  不为零且为
X (t, k)  X (t , k)

i  i  F

一正数。式(5)中的 e为一个正数。由于具有单源特性

的观测信号 X S (t, k) 的实部或虚部与对应的A中的列

向量之间具有相同的绝对方向[19]，因此本文利用与传

统的基于稀疏特性的欠定混合矩阵估计算法中的聚

类技术对具有单源特性的观测信号进行聚类估计混

合矩阵，同时源信号的个数也可利用单源信号的特性

和聚类技术来估计；式(5)中的 ? s为具有单源特性观

测信号 X S (t, k) 实部的集合。基于 S 变换的单源测试

方法不仅克服了其他传统单源测试方法中的时频变

换窗函数和长度重叠选择盲目性的缺陷；同时，与传

统单源测试方法相比较，本文方法的计算简单，通过

表 1比较了 3种不同单源测试方法的计算复杂度可以

证明。

表 1 中时频变换的点数均设为 N；利用表中的

3 种方法将每一个单源性观测信号变为用于估算混

合矩阵的聚类元素项还需如下计算量：本文的方法

只需 m 次取实部运算；而文献[13]的方法需 3m+2

次乘法运算、3(m- 1)次加法运算和 2m 次取实(虚)

部运算；文献[19]的方法需 m+1 次乘法运算、(m- 1)

次加法运算和 m 次取实(虚)部运算。

3.2 源数和混叠矩阵的估计

由于源数是未知的，并且欠定情况下的源数也

不能用 PCA 或 SVD 进行估算。为了估算源信号的

个数，本节采用一种基于聚类验证技术确定源数，

该方法根据不同的聚类数(聚类数 c=2,⋯, cmax)对式

(5)中的单源性元素进行模糊 c 均值聚类(fuzzy 

c-means clustering)，并以式(6)为准则对不同 c 的聚

类结果进行评估得到最优聚类数，即为源数。

 Sep(c) 
n̂ = arg min Scat (c) + ，c =2,⋯, cmax (6)

c  Sep(cmax ) 

式(6)中的 Scat(c)和 Sep(c)不仅与聚类数 c 有

关，还与单源观测信号集合 ? s 中的元素和聚类中

心相关，它的具体计算可参考文献[20]。Scat(c)表

示聚类数为 c 的聚类紧凑性，当聚类紧凑性越好时

Scat(c)的值将越小，它的值在 0~1 之间；Sep(c)用于

描述聚类数为 c 时聚类中心分布情况，称为聚类分

离度；当聚类中心分布越合理时，它的值也将越小。
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期)。基于这抽样序列，可定义关于后验概率均值的

二次型损失期望函数如式(19)所示。

ˆJ (R) = E[(R − R)2 | X  q; A]
(19)

ˆ        = ∫ (R − R)2 p(R | X  q; A)dR
R

最小化式(19)中的 J(R)可得到后验概率均值的
ˆ估计值 R ，它可由式(20)抽样序列R%k 的经验均值来

逼近。

1
∑

K

R̂ = E[R | X  q; A] = R%
(K − K )

k (20)
0 k =k0

从上述的分析过程可知，由式(18)和式(20)结合

可估计出 r(t)，然后将其代入式(12)中就可以得到 s(t)

的估计值。

5  仿真实验分析

本文提出的源数未知的欠定盲源分离算法实

现步骤如下。

step 1  源数 n 和混叠矩阵 A 的估计

1) 由式(3)和式(4)对 X 进行 S 变换，得到

XS(t,k)，t=0,⋯,N- 1, k=0,⋯,N- 1;

2) 由式(5)选择 XS(t,k)中具有单源性的信号，得

到 ? s ；

3) 利用文献[20]中的 FCM 对 ? s 进行 c(c=2,⋯, 

cmax)聚类，并由式(6)确定 n；

4) 由式(7)估算混叠矩阵 A；

step 2 源信号 s 的恢复

1) 利用最大似然法估计式(18)中的参数向量 q;

2) 利用文献[23]中的 Metropolis-Hastings 算法

和式(20)相结合估算 r；

3) 将 step 1 中的 A 和 r 代入式(12)，即可得到

s 的估计值。

在仿真验证实验中选取的源信号时域波形如

图 1 所示，本文的仿真平台为 MATLAB R2010b。

为了更好地检验基于 S 变换和聚类验证技

术相结合的源数估计法，利用例 1、例 2 和例 3

这 3 个例子加以验证。例 1 的源信号选{s1, s3}，

例 2 的源信号选{s1, s2, s3}，例 3 的源信号选{s1, 

s2, s3, s4}，在这 3 个例子的仿真实验中 A 都是

在[- 1 1]之间随机产生的，且 m=3。它们的仿

真结果如图 2 所示。由图 2 可知，聚类数越接

近于最优值时它的聚类验证指数越小，由式(6)

可以准确地确定例 1、例 2 和例 3 的源数；由
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A*；V 的后(n- m)个列向量为 A 特征值为零对应的

特征向量，它们组成的矩阵记为 V2，即为 A 的零空

间。那么式(11)可简写成式(12)。

s = A*x+V2r (12)

由式(12)可知，当 A 已知，那么估计了(n- m)

个的 r 就相当于估计 n 个的 s。

4.2  源信号的恢复

为了能同时分离服从任意分布的源信号，本文选

取具有对称单峰分布特性的广义高斯模型 (GGM, 

generalized Gaussian model)[18, 22]作为源信号的概率

密度，式(13)为它的通用数学表达式。

b z
b

p(z | a , b ) = exp[− ] (13)
2s Γ(1/ b ) s

其中，a 为信号 z 的方差，Γ(⋅)为 Gamma 函数；调

节 ß 的值可得出不同的分布函数模型，ß=2 表示标

准高斯分布，ß<2 时为超高斯分布，ß>2 时为亚高

斯分布。

设 X=[ x(0), ⋯ , x(N- 1)] ，R=[r(0), ⋯ , 

r(N- 1)]，S=[ s(0), ⋯, s(N- 1)]，q=[a1, ⋯, an, ß1, ⋯,

ß ]T
n ，并记 S 的概率密度为 f(S|q)。那么可得 X 和 R

的联合分布函数如式(14)所示。

 1 
N

p( X , R | A, q) =   f (S | q) (14)
 det(L ) 

为了估计每个源信号分布函数模型中的a 和ß，

构造关于参数向量q的先验似然函数如式(15)所示。

p( X | q) = ∫ p( X | A, q) p( A)dA (15)
A

由最大似然估计法可知

q̂ = arg max{ p(X | A, q) p( A)dA} (16)
q

∫
A

即

∂
p( X | A,q) p(A)dA = 0 ⇒ q̂ (17)

∂q ∫
A

式(14)~式(17)中，由于 A 独于立于 q，且分布

p(X|A,q)和 p(A)是非负的，因此 q 的最大似然估计

可简化为式(18)。

q̂ = arg max p(X | A,q) (18)
q

式(18)中估计出 q 后，根据关于 R 的后验概率

P(R | X q; A)利用Metropolis-Hastings算法[23]将产生

R 的抽样序列R%k (k=K0, ⋯, K ; K0>0 为 burn in 周
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此可表明基于 S 变换和聚类验证技术相结合的

估计法不仅能准确估计欠定情况下的源数，也

适用于超定情况。

图 1  源信号

图 2  聚类验证指数曲线

为了全面验证本文提出的 UBSS方法的有效

性，还将该方法与其他文献的方法进行比较加以

验证。在这个仿真实验中，式(1)中的 A 同样也

是在[- 1 1]之间随机产生的，它的值见式(21)，

本文欠定混合矩阵估计方法与文献[13]、文献

[16]、文献[19]等不同方法估计的结果如表 2 所

示。利用本文、文献[13]和文献[24]等 3 种不同

UBSS 方法实现的分离信号如图 3 所示；源信号

估计方法的性能由式(22)评价，利用它对源信号

估计性能的比较如表 3 所示。

0.357 5  − 0.215 5        0.4121    − 0.907 7
 A = 0.515 5      0.311 0    − 0.936 3    − 0.805 7 (21) 
 − −0.486 3  0.657 6    0.446 2       0.646 9 

S
2

SIR 10 lg i

i =
ˆ

2
，i=1,⋯, n (22)

Si − Si

式中的 ŝi 为与 si 对应的估计。 图 3 不同 UBSS 方法的分离信号
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图 4  不同源信号估计算法的恢复信号
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表 2  不同混合矩阵估计方法的估计结果的比较

估计值

真值 本文提出 文献[13] 文献[16] 文献[19]
的方法 的方法 的方法 的方法

A(1,1) 0.363 7 0.262 1 0.342 4 0.289 7

A(1,2) - 0.193 4 - 0.072 5 - 0.107 5 - 0.149 4

A(1,3) 0.330 3 0.273 5 0.400 6 0.410 5

A(1,4) - 0.951 5 - 1.035 2 - 0.819 0 - 0.961 5

A(2,1) 0.480 5 0.579 9 0.485 2 0.410 0

A(2,2) 0.366 7 0.156 7 0.239 9 0.187 0

A(2,3) - 0.983 0 - 0.777 0 - 1.122 0 - 0.949 0

A(2,4) - 0.817 7 - 1.051 1 - 0.816 3 - 0.708 1

A(3,1) 0.407 4 0.301 3 0.470 6 0.581 0

A(3,2) - 0.672 9 - 0.407 2 - 0.543 7 - 0.592 1

A(3,3) - 0.515 4 - 0.633 0 - 0.575 8 - 0.538 2

A(3,4) 0.652 3 0.692 6 0.508 0 0.713 2

表 3 不同 UBSS 方法分离结果的比较

UBSS 方法
源信号

本文提出的方法 文献[24]的方法 文献[13]的方法

s1 19.626 8 17.098 8 15.860 2

s2 26.230 7 19.116 6 12.721 5

s3 25.680 4 23.038 8 23.950 0

s4 23.901 4 19.294 4 22.380 1

由表 2 和表 3 的比较结果，以及图 3 的波形可

知，本文的欠定盲源分离方法不仅能较好地分离出

超高斯和亚高斯 2 种不同分布的信号，同时它在 A

和源信号恢复的性能上也体现了它比其他方法更

具有优越性。另外，在仿真实验中，由式(18)得到

源信号(s1,s2,s3,s4)分布函数中的 a 的估计值分别为

1.059 3，1.010 7，0.091 0，0.083 5；ß 的估计值分

别 70.010 9，172.850 5，0.795 7，1.888 7，由 ß 的

值可知 s1, s2为亚高斯分布信号，s3, s4为超高斯分布

信号；为验证这一结论，直接计算源信号的峭度，

(s1,s2,s3,s4)的峭度分别为 1.500 1，1.500 0，6.417 0，

5.830 0，当峭度大于 3 的信号为超高斯分布，小于 3

的信号为亚高斯分布，由此说明上述结论是正确的。

为了进一步评价第 3 节提出的源信号估计算法

的性能，分别利用该算法与文献[14,15]的算法分离

出欠定情况下的 EEG(脑电图)信号进行比较分析，3

种源信号恢复算法的复杂度运算量为：本文的算法

需估计2n个参数，2n次最大化运算，1次Metropolis-

Hastings 抽样运算；文献[14]的算法需要估计 2n 个
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参数，6n 次最大化运算，6n 次 Metropolis-Hastings

抽样运算；文献[15]的算法需要估计 2nL 个参数，

2nL 次最大化运算，L 次 Metropolis-Hastings 抽样运

算，L 为该算法的收敛迭代步长。图 4(a)中的源信

号 s1 和 s2 为服从超高斯分布的 EEG 信号，而 s3为

服从亚高斯分布的噪声信号，它们都取自文献[25]；

而混叠矩阵 A 的值见式(25)，它也是在[- 1 1]之间随

机产生，m=2。在这个仿真实验中，假设混合矩阵

A 和源数 n 均为已知，图 4(b)为观测信号，图 4(c)~

图 4(e)分别为 3 种不同源信号估计算法的分离信

号，它们对源信号估计的性能比较如表 4 所示。

   0.357 5       0.486 3       0.311 0
A =   (23)

   0.515 5   − 0.215 5   − 0.657 6 

表 4  不同源信号估计算法实验结果的比较

源信号恢复算法
源信号

本文提出的算法 文献[14]的算法 文献[15]的算法

s1 17.397 7 15.544 2 3.510 1

s2 14.363 6 11.555 5 7.504 4

s3 26.232 1 25.383 6 17.474 1

由图 4 和表 4 的比较结果可知，虽然文献[15]

中概率分布函数对信号建模具有较高的自由度，但

大量参数的估计不仅使得该算法的计算复杂，且源

信号恢复性能差；利用本文的算法恢复的源信号 s1

和 s2 的 ß 估计值分别为 1.116 8 和 1.559 1；与文献

[14,15]的算法比较，该算法具有计算简单和估计性

能优越等特点。

6  结束语

针对欠定情况下的源数估计、混叠矩阵和源信

号恢复等关键技术，本文提出了一种源数未知的欠

定盲源分离算法。该方法首先利用 S 变换和聚类技

术相结合的方法来估算源数和混叠矩阵；然后将源

信号以零空间形式表示，这种表示形式将求解 n 个

未知数的问题变换成求解(n- m)个的未知，再通过

最大似然法估计关于它的后验概率以达到恢复源

信号的目的。仿真结果表明了该方法不仅能较好地

分离出服从不同分布的源信号，同时它比其他方法

具有更好的估计性能。本文提出的源信号个数和混

合矩阵的估计是利用聚类技术对 SSD 的元素进行

聚类获得的，而 SSD 元素的选取依据是实数的观测

信号在 S 变换时频域上满足提出的 SSD 条件；在源

信号恢复方面，通过最大似然法估计关于它的后验

概率只适用于恢复混合矩阵为实数矩阵情况下的

源信号，但源信号的零空间表示法也适用于混合矩

阵为复数矩阵情况，这为复数混合矩阵的欠定盲源

分离方法的研究提供了重要的思路，同时复数混合

矩阵的欠定盲源分离方法的研究将成为我们下一

个研究目标。
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